iones de densidad
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Si p (r, ©) es independiente de ¢, entonces O (r, 6) sélo depende de ry 6.

Asi que la ecuacién de Laplace (12) se convierte en coordenadas esféricas:

1 0

7 or

o0

or

1 0 0P

sin@— |=0
r*sin@ 06 00

(69)




Suponemos ahora O(r, 8) es separable = R(r)x T(6) (70)

L 0 (r agj+ : 0 (sm@agj O‘-r2

2 or or ) r’sin6 06 6

insert ®=RT
d OR R O oT

T—| r’— 06— |=0 1)
ar(’” or j+ sin6 ae(sm ae]

10(20R)_ 1 9f. or
Ror\| or |~ Tsmneoel " o8

Cada término tiene que ser constante y b=-a para garantizar que la ecuacion (71)
es = 0 siempre.



podemos resolver ambas ecuaciones por separado
primero miramos la coordenada r:

li[rza—Rj:a(aH)

R or or

o ,0R

—|r"—|—o|loa+1)R=0

Br( or j ( ) (72)
esta ecuacion diferencial tiene la solucion general

B
R(r) = Ar” 4
r(x+1

(75)

A=0



Adrien-Marie Legendre (Paris, 18
de septiembre de 1752 - Auteuil,
Francia, 10 de enero de 1833) fue

L d un matematico francés. Hizo
e g e n re importantes contribuciones a la
estadistica, la teoria de numeros,

e q u a t I O n el dlgebra abstracta y el andlisis

matematico.

L9 oT
ne— |=—ola+1)T 73
ino 00| %50 (or+1) )

usa y=cos = du=-sn6dob

0 dT 74
2 (1 i )9,11 Fo(a+1)T =0 74




* Si T es finito en 6=0, 1t (1 = +/-1) -> esto sdlo puede
suceder si a es un numero entero no negativo =0,
1, 2, ...

* Entonces la ecuacion (74) es la ecuacion de
definicion de polinomios de Legendre.

* Tenemos la solucion:

T(H) =C P (cos@) 7o



Legendre Polynomials:

los primeros 3 polinomios de Legendre:
P(x)=1
P(x)=x
|

legendre polynomials

P(x)= 5(3)62 — 1)

para todos los polinomios: 05 |-

R

P()=1

-0.5

0.5




Los polinomios de Legendre pueden construirse usando la relacion de recurrencia:

(n+1) P, (x)=(2n+1)xP,(x)—nP,_ (x)

Los polinomios de Legendre definen un set de funciones ortogonales:

1
| PP, (x)dx=0 pornzm
~1

2
2n+1

por n=m

L d (x* —1)" (77)

F0)= 2"n! dx"



Si el cuerpo es simétrica con respecto de 6 = /2, entonces sélo necesitamos n de
par y la solucion complete es:

B P(cos@) B P, (cos@)

D(r,0) = 2 = D(r,0) = 2 (78)
B B
(I)(r,H):—GM+ 2(3cos’O0—-1)+— ﬁcos46?—1—5c:0526’+E +...
v r ro\ 8 4 8

Ahora solo necesitamos determinar las constantes B2, B4, ... con la distribucion
de densidad que tenemos.



Standard potential representation of the Milky

Way

Representacion analytico del potencial de |a

Via Lactea

e ogarithmic Halo:
—V,=186 km/s
—Rg =12 kpc

e Miamoto-Nagai Disc:

_MdzlollMsun

—b=6.5 kpc, c=0.26 kpc
eHernquist Bulge:

—M,=3.4x101° M,

—a=0.7 kpc

1 2 ) 2 2
d)hzzvoln R +%+Rg

GM,

de:—
JR2+ (b +VTTF )

GM,
r+a




Potential of a thin disc
Potencial de un disco delgado

e Altura << Radio

 Utilice coordenadas cilindricas p(R,z) y ®(R,z) y la
simetria p(r,z) = p(R,-2)

e Por lo tanto fuera del disco:

L 9 0®) d@_
R OR aR 922




Usamos nuevamente que las variables deben separarse en dos funciones J(R) y Z(z).

O(R,z)=J(R)-Z(z)

Nuevamente, podemos traer un término al otro lado y ver que ambos lados solo
pueden ser iguales si son iguales a una constante.

| d/ dJ\ 1 d°7Z

= —k*
JRdR\ dR) 7 d7’




En la coordenada z tenemos la siguiente ecuacion diferencial bien conocida:

2
o azZ ., _
Esta ecuacion diferencial tiene la siguiente soluc eralk Z — O

dz

Nuevamente podemos suponer que A=0y z = -z:

Z(z)= Aexp(kz)+ Bexp(—kz)

Z(z)= Bexp(—k|z))

(82)



Bessel function
ldf, 4
R dR dR

* Es la ecuacion de definicion para una funcion de
Bessel

j‘l‘k J=0 (83)

* Y tiene soluciones J,(kR) y Y,(kR)



 En matematica, las funciones de Bessel,
primero definidas por el matematico Daniel
Bernoulli y mas tarde generalizadas por
Friedrich Bessel, son soluciones candnicas y(x)
de la ecuacion diferencial de Bessel:

Daniel Bernoulli ( * 8 de
febrero de 1700 - 17 de

dz d marzo de 1782) fue un
p d Y 3 (xz_az)y 0

X + x— 4+ — matematico, estadistico,
dx2 X fisico y médico holandés-

suizo. Destacé no sélo en
matematica pura, sino
también en las aplicadas.

Friedrich Wilhelm Bessel (22 de julio, 1784 - 17 de Hizo importantes

marzo, 1846) fue un matematico aleman, astrénomo, y contribuciones en

sistematizador de las funciones de Bessel. Nacio en hidrodindmica y elasticidad.

Minden, Westfalia y murié en Kénigsberg
(Kaliningrado, Rusia). Bessel fue un contemporaneo de

Carl Gauss, que también era matematico y astrénomo.
17




Algunos mas acerca de las funciones de Bessel:

Ecuacion diferencial solucion
d2y+ kzy 0 sin(ks), cos(ks)
Gy) KRy=0 Jo(ks), Yo(Ks)
+(K+=)y=0 J,(ks), Yy(ks)
sds( Zﬁ ( )y
dzy kz_y 0 sin(iks), cos(iks), exp(iks)

Gy) k°y=0 Io(Ks), Ko(Ks)

— kz V_ — Iv(ks); KV(kS)
5335/) (K~ + SZ)y 0




1.0 J,x) 05 “~4-
J, (x) —=——— + AL B e =, s R
0.8 Jl(x) ——— 00 V4 N /’\'\/ N Ea
° \) i - - - -
\ 2 I / ’I /', \ ) .>{:.r' \\)(:'v';-’ . o
f
0.6
B I »
/K \)’.\ g "l !
0.4 AW, -10 +
! .
’I /\ - /\r"\ Bl N Py 1
0.2 s 0 7S - -15 "
] ) / 7 2D
/ . o\ \ N \ "
I . Voo ! \s \ L TANITAY A - I 1
| / \ / . \ / \ \ I *
0.0 \ 4 L . L \ / -20 1
. \ ;o ! s \ /! : T
\ o L S L .
Vo \/ N\, ¥ |
iy A LYY, p | "
7 T Y, (x) =
I
1

-0.2 \ \ A, ./. 7 ~= 4 -25 | - ;.,( S
-0.4 - -30 L !;_(:\li -
M |
0 5 10 15 20 a 5 10 15 20
' X
Jo(x), para érdenes enteros a=0,1,2. Ya(x), para ordenes a=0,1,2.
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La solucion completa para el potencial es el producto de las dos funciones:

O, (R,z)=C exp(=k|z)J,(kR)

Para obtener un potencial finito en r = 0, podemos elegir cualquier niumero real
positivo k> 0, por lo que la solucién total general no es una suma sino una integral

sobre todos los valores posibles de k.

(85)

D(R,z) = T £ (k)exp(—k|2|) J,(kR) dk

Aqui f(k) es una funcidon de peso que corresponde a los coeficientes C, de la suma,
tenemos que encontrar f(k) para una distribucion de la masa especifica.



Comenzamos integrando la ecuacion de Poisson y usamos el teorema de Gauss. Para el
volumen pensamos en un cilindro con altura z -> 0y area A:

LHS:
J47er dV =4nG2A
RHS:
o0 9P
Vdd*S = — A
'[ ( 0z or 0z Zo)
= 9% 0~ 4rG3(R) >
dz

LHS es también:

— | kf (k) exp(=k0+)J (kR) dk — [ kf (k )exp(~k0-)J (kR)dk
=2 kf (k).J, (kR) dk



Ahora tenemos una expresion que conecta la densidad de superficie en el plano 2
con la funcién de peso f(k).

X(R)=—— ka(k)]o(kR)dk &

Ahora podemos usar IaZaZZfGac&j')n de Hankel:

J (k)= —27TG]OZ(R)JO(kR)R dR



En vez de una transformada de
Fourier (sin, cos) podemos usarJ, Y
>

transformada de Hankel

Hermann Hankel (14 febrero 1839 hasta 29 agosto

1873) fue un matematico aleman que nacié en Halle,

Alemania y fallecié en Schramberg (cerca de

Tubingen), Germany. El estudié y trabajo, entre

~ otros, con Mobius, Riemann, Weierstrass y

. Kronecker. -




Velocidad circular en el plano:

Vi(R) _82
R OR.L

d
e J,(kR)=—kJ (kR) -

M ( ) _ —jf(k)J (kR) dk

(90)




Disco de Mestel

R
(R)=Z,

Mestel Ledn (nacido el 05 de agosto 1927) es un
astronomo britanico que ha ganado tanto la Medalla
Eddington (1993) y Medalla de Oro de la Royal

Astronomical Society (2002).
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R R
M(R)= |27%(R))R'dR’ =27 R %, | dR’
0 0
=2rR X R (92)
f(k)=-27GR %, |, (kR)dR
0

[ J,(kR) dR = 1
O k

£k = — 2GR %, (93)
k
r J (kR
®(R,z)=27GR X, | exp(—k]|z|) o) (o)

k

0



%) oo
—¢=27GR %, | 7, (kR dk
0

| J, (kR ke = 1
O R

Vi (R)=2nGR X, = const. (95)



Por el disco de Mestel:
v2(R) = GM(R )/R
como un sistema esferica.

Esta relacion es una buena aproximacion de
cualquier disco y asi v.(R) es una buena
medicion de M(R).



Exponential disc

( R )
2(R)=2 exp| —— (96)
Y
todas las galaxias de disco
tienen perfiles radiales

exponencia

29



: - )

M= 273, exp(—Fj RdR =27Z, R} [ exp(-x)x dx = 27% R
0 0 0

(97)

exp(—x)xdx =1

xz£ dxzdR J
RO 0

RO

f(k)=-27G%, Texp[—Rﬁ]Jo(kR)R dR

0

o

(az . [32 )3/2

]:exp(—ax)Jo(ﬁx)xdx _

2nGE R’

(+eR)" .

fk)=-

= J (kR)exp(—k
B(R,z) =275, R | o(KR)exp(—kz)

o (1+2R2)

Jk (99)




Para resolver la integral para el potencial pueden utilizar:

]3 J, (xy)dx

2

(0.5ay)-K_,(0.5ay)

) v/2
0 (x + a

Con mucho trabajo se puede encontrar al final:

T J (kR) R

R R R R
eer)” sk Mo K e )



